
応力拡大係数 Kは, き裂やき裂状欠陥を有する物体

の強度評価を行う際の力学パラメータとして実績がある.

Kの概念は線形弾性論を基礎としているが, 小規模降

伏条件が満たされる場合には, き裂先端が降伏する場合

にもき裂先端近傍の応力場の強さを表すパラメータとし

て, Kを用いることができる. 例えば, 高サイクル疲

労の多くの問題では Kが極めて有効である. しかし,

き裂材の強度問題には小規模降伏条件が満たされない問

題も多い. 例えば, 切欠き底に発生した微小疲労き裂は,

切欠きによって高い応力が集中した応力場の中を進展す

るので, 切欠き底近傍を進展するき裂の挙動の評価に K

をそのまま適用すると危険側の評価となる.

き裂先端に塑性域が生じた場合に, 応力・ひずみ, お

よびき裂先端開口変位を定量的に評価することは一般に

容易ではないが, 弾完全塑性体のモードⅢき裂について

は Irwinら(1)による厳密な解析解がある. この結果によ

れば, 塑性域の外の部分の弾性応力分布は, Kで計算

される弾性応力分布が塑性域寸法�の1/2だけき裂先端
の方向に移動したものに等しい. すなわち, き裂長さ c

に塑性域寸法�の1/2を加えたものを補正き裂長さ����
とすれば, 塑性域外の応力場は����の仮想き裂を用い
て計算される Kによって決まる. モードⅠとⅡについ

ては, この関係は厳密には成立しない. しかし, 小規模

降伏条件が満たされないき裂の弾塑性挙動を評価する場

合に, このき裂長さの置き換えにより線形破壊力学を拡

張して用いることができるため, この取り扱いが広く行

われている.

塑性域寸法�の計算は有限要素法によって計算でき
るが, 有限要素法では解析すべき領域全体を計算対象と
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して要素分割を行う必要がある. き裂の進展などによっ

て形状が変化する場合は, その都度要素分割を行わけれ

ばならない. また一般的に応力拡大係数の計算を精度良

く行うためには, 注目するき裂先端の要素分割に特別の

配慮が必要である. これに対して, Dugdaleモデル(2)を

用いればき裂先端近傍に降伏が生じても Kに注目して�を計算できるという利点があり, 弾塑性問題でありな
がら線形弾性解析ができるので計算が容易である. この

モデルに基づく�の計算としては, 一様引張りを受け
る無限板の中央き裂(2), および半無限板の縁き裂(3), あ

るいは無限板の円孔から発生したき裂(4)などがある.

本研究では, 任意形状・寸法の応力集中部から発生し

たき裂の�を Dugdaleモデルに基づいて計算する一般

的な方法を提案する. この方法を用いれば, 切欠きから

発生したき裂が成長する場合に, �の値をき裂長さの関
数として容易に計算することができる. さらに, このモ

デルによる計算は小規模降伏の仮定を導入していないの

で, 計算された�は小規模降伏条件を超えて成立する
ため, 切欠き底のき裂の弾塑性挙動を議論するのに有効

である. また, この方法を用いて, McEvilyら(5)が提

案した疲労き裂進展モデルを, 応力集中部から進展する

疲労き裂の問題にも対応できるように拡張して, 実験結

果との比較による検討を行う.

2. 解析方法

2.1 き裂の結合力モデル

き裂先端の塑性域寸法 を小規模降伏状態を超えて評

価する方法として, Dugdale(2)はき裂の結合力モデルを

提案した. このモデルでは材料を弾完全塑性体と仮定し

て, 塑性域全体に降伏応力��が一様に分布していると
する. さらに, き裂長さ������の仮想き裂を考え,
塑性域の部分のき裂内面に��がき裂面間の結合力とし
て作用したときの応力拡大係数と外力による応力拡大係

数の和を０と置くことにより, 塑性域寸法�を決定す
ることができる. このモデルを Dugdaleモデルと呼ぶ.

Dugdaleは, 一個のき裂を有する無限板の引張りにつ

いてこのモデルを提案した. しかし, 緒言でも述べたよ

うに, このモデルの概念は一般的なき裂の問題に対して

も原理的に通用する.

図１に示す半径 aの円孔縁から発生した長さ cのき裂

を例にして, Dugdaleモデルによる塑性域寸法の計算

の原理を説明する. 重ね合わせの原理より, 遠方応力���が作用する無限板中の円孔縁き裂(図1a)は, ���が
作用してき裂想定上に応力分布���が発生する無き裂材
(図1b)と, き裂長さ�����の仮想き裂の内面に(b)の
応力分布���が作用する固体(図1c)と, 仮想き裂の内面
に結合力��が負圧として作用する固体(図1d)の重ね合
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わせで表現できる. 仮想き裂先端で応力は有限なので,

(b)と(c)と(d)におけるき裂の応力拡大係数を重ね合わ

せたときに, 応力拡大係数は０とならなければならない.

ただし, (b)の応力拡大係数は, き裂が存在しないので

０であるから, 満たすべき条件は次式となる.

ここで, ��は応力分布���による応力拡大係数(図1c),��は結合力��による応力拡大係数(図1d)である. 式(1)
を満足する�の値を解くことで, 塑性域寸法�を決定
することができる. また, 楕円孔縁き裂やその他の任意

形状の応力集中部から発生したき裂についても, 上記の

議論が同様に当てはまる. しかし, 一般にこれらの��
と��の解は閉じた式の形で与えられていないので, �
の値を求めることは容易ではない. 本研究では, 円孔縁

き裂を��と��が閉じた式の形で与えられている半無
限板縁き裂へと近似して, �の値を求める一般的方法を
提案する.

2.2 半無限板縁き裂への近似

図1(b)の x軸上の応力分布���は次式で与えられる(6).

ここで, ���は遠方応力, aは円孔半径, xは円孔縁か

らの距離である.

図1cの円孔縁き裂のき裂長さ cが円孔の半径 aに比

べて十分小さい場合は, き裂内面に図1cの応力分布���
が作用している図２に示す半無限板縁き裂へ近似ができ

る. き裂面に任意の分布の圧力が作用する場合の応力拡

大係数を計算するための基本式には, 図３に示すような

半無限板縁き裂の内面に双集中荷重が作用する場合の応

力拡大系数を与える次の実用式(7)を用いる.

ここで, xは半無限板縁からの距離, Pは集中荷重であ

る. 図２の応力拡大係数��の値は次式で決定できる.
また, 図1dの結合力が作用するき裂に対して塑性域の

範囲�������で式(3)を積分すれば, ��は次式で与え
られる.

式(4)と式(5)で応力拡大係数を数値計算して, 式(1)

を満たす�を求める. 図４のだ円孔縁き裂については,
次式のだ円孔を有する無限板の x軸上の応力分布(8)を式

(4)の���に代入すれば, 同様にして�を決定すること
ができる.
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ここで, aと bはそれぞれだ円の長径と短径, xはだ円

孔縁からの距離である.

3. 解析結果と考察

3.1 円孔縁き裂先端の塑性域寸法

遠方で一様引張りを受ける円孔縁き裂の塑性域寸法の

解析結果を図５に示す. 図中のプロット点は, Richら
(4)による応力関数と等角写像法を用いた精度の高い解析

結果を示している. 本研究で得られた塑性域寸法は

Richらの解析結果よりも若干大きめに計算されており,

半無限板への近似を行ったことによる誤差が生じている

と考えられる. しかし, 塑性域寸法の傾向は Richらに

よるものとよく一致しており, 本研究で提案した解析

方法は実用性を考えれば有効な方法と言える.���が十分小さいときのみ, 2.2節のような半無限板
への近似が成り立つ. しかし実際には, ������のよう
な���が十分小さいと言えないような場合についても,
同様の近似をした解析結果は良好な結果を示した. この

理由としては, 半無限板へ近似したことによる ��と��の誤差が異符号で生じ, 式(1)を計算するときに相殺
されることが考えられる.

3.2 だ円孔先端の塑性域寸法

円孔と�������のだ円孔が遠方で一様引張りを受け
る場合のき裂長さ cを０として計算した塑性域寸法を図

６に示す. これはき裂が存在しない場合を計算している

ので, だ円孔の応力集中によって発生する塑性域を計算

していることに相当する. 図中の実線は本研究の解析結

果で, 点線は西谷ら(9)による体積力法を用いた高精度な

解析結果を示している. 西谷らの結果は無限板中の円と

だ円孔の解析結果である. 彼らの結果と本解析結果は概

ね一致しており, 半無限板への近似を行ったことによる

誤差は小さい.

3.3 だ円孔縁き裂先端の塑性域寸法

だ円孔縁き裂の塑性域寸法の解析結果を図７に示す.

だ円孔のアスペクト比����0.01～100, き裂長さ���＝
0.01～100の範囲で解析を行った.

だ円の応力集中係数を��とすると, 実際のだ円孔縁
き裂は, �����の極限では, �����が遠方で一様に作
用する半無限板縁き裂に等価である. 一方, �����の
極限では, ���が遠方で一様に作用する無限板中のき裂
に等価となるべきものである. しかし, 本研究の場合,

無限板の問題を半無限板の問題に置き換える近似を行っ

たので, �����では, 上記と同じく�����が遠方で一
様に作用する半無限板縁き裂の塑性域寸法に収束するが,�����では, ���が遠方で一様に作用する半無限板縁
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き裂の塑性域寸法に収束するという不都合が生じる.

円孔を含むだ円孔縁き裂の本解析結果は, 以上のこと

が原因で, �����で厳密な解と一致して, ���が大き
くなるに従い, 半無限板への近似による誤差は徐々に大

きくなり, 最終的に�����で, 半無限板縁き裂の塑
性域寸法と無限板中き裂の塑性域寸法の差が誤差として

生じることになる. このような半無限板への近似による

誤差を補正して, より精度の良い塑性域寸法を得る方法

を次節で考察する.

3.4 誤差の補正

遠方で一様引張りを受ける無限板中き裂の Dugdale

モデルによる塑性域寸法の解は次式で与えられる(2).
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半無限板縁き裂の塑性域寸法ついては, 次式に示すよう

な精度の良い近似解(3)が得られている.

本解析結果は�����で式(8)に一致する. しかし, 実
際のだ円孔縁き裂は�����で式(7)に一致するべきで
ある. そこで, �����では, 本解析結果の塑性域寸法�を���������と補正すれば, 実際のだ円孔縁き裂の塑
性域寸法と一致する. また, �����では, 本解析結果
の�は実際の楕円孔縁き裂の塑性域寸法と一致するの
で補正する必要はない. すなわち, 解析結果�に対し
て���が大きくなるに従い, �から���������へ変化さ
せて補正すればよい. そこで補正式として次の形を考え

る.

ここで, ����は�の補正値, �は�の補正係数で���
を変数とする関数である.���が���と変化するにつれて, �が���������へ
と徐々に変化するように補正係数�を次式で与える.
ここで, �は補正に最適な定数である. 図８に�の関
数を示す. 図のように, �の値により�が�������に近
づく速さが変わる. �の値は補正後の塑性域寸法の誤差
が, 全体で最小となるように決定した. 補正した塑性域

寸法と Richらの値との比較を図９に示す. 円孔の場合

は B＝4 となる. 一般のだ円孔についても有限要素法な

どで�の値を決定するのに必要な数だけ塑性域寸法を
計算すれば, 同様の手順で, 精度の高い塑性域寸法を得

ることができる.

本研究では, 円孔とだ円孔のみについて塑性域寸法を

計算して, 計算法の有効性を検討した. しかし原理的に

は, それ以外の応力集中部から進展するき裂についても,

き裂がない応力集中部について計算した応力分布���を
式(4)に代入することで, 応力集中部先端に発生するき

裂の塑性域を計算することが可能である.

4. き裂進展モデルへの応用

4.1 McEvilyモデル

本研究で得られた円孔縁き裂の塑性域寸法を, き裂進

展モデルの１つであるMcEvily モデル(5)に適用して,

円孔を有する板の疲労限度と停留き裂寸法を解析した.

また, その結果を El Haddadら(10)の円孔を有する平板

の実験データと比較した.

McEvilyら(5)は疲労き裂の進展量�����を次式で提
案した.

ここで, �は材料と環境に依存する定数, �����は有効
応力拡大係数幅, �������は下限界有効応力拡大係数幅
と呼ばれる材料定数である. 応力拡大係数幅を��と
してき裂開口時の応力拡大係数幅を ����とすれば,�����は次式に書き直すことができる.
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従って, 式(11)は次式で表すことができる.

式中の��はき裂進展の駆動力, ������������はき裂
進展の抵抗力ということができる.

式(11)または(13)は, 長いき裂から短いき裂までを対

象に考えられたものである. 具体的に微小疲労き裂進展

挙動の解析を行うにあたっては, 次の３つの要因につい

て考えなければならない.

・き裂の弾塑性挙動

・Kitagawa効果

・き裂閉口の発達

McEvily ら(5)は. 上記の３つの要因を考慮して線形

破壊力学に基づく解析を行うために, 次のように修正を

行った.

(1) 弾塑性挙動

緒言でも述べたように, 応力集中部から進展するき裂

は一般に弾塑性的に挙動するので, き裂開口量は応力拡

大係数 Kのみを考慮した場合より大きくなる. すなわ

ち, 式(13)のき裂進展の駆動力��は弾塑性を考慮し
て修正する必要がある.

Irwin(1)は修正き裂長さ����を導入することにより,
線形弾性破壊力学を弾塑性問題へ拡張できることを示し

た. ����は実際のき裂長さ cにき裂先端の塑性域寸法の

1/2を足した長さである. すなわち修正長さ����は次式
のように計算される.

ここで, ����������である. ������の場合, �は�に比べ小さいのでき裂長さ�の修正は小さい. しかし���が��に近くなるにつれて�は大きくなるので, き
裂長さ�は実際の長さよりも大きく修正される.
(2) Kitagawa効果

Irwin(11)はモードⅠの応力拡大係数��と応力集中係
数��は次式で表されるような関係があることを示した.
ここで, �は応力集中部の曲率半径, �は遠方で作用す
る応力である. 長い疲労き裂の下限界値と平滑材疲労限

度の関係の遷移域(北川効果(12))を考慮するために,

McEvilyら(5)はき裂先端の曲率半径は０ではなく, あ

る大きさ��をもつと仮定して, 式(15)を次式のように
修正した.

ここで, ��は疲労き裂を鋭い切欠きとみなしたときの
実効的な切欠き半径であり材料定数である. モードⅠ荷

重の下で, 板の中心に引張方向に垂直にき裂状の鋭いだ

円孔が存在する場合の応力集中係数は, ����������� �で与えられるので, 式(16)は次のようになる.
パラメータ��は, 応力拡大係数の関係から等価長さ��に置換することができる. すなわち, 式(16)の�����

に ����を代入して定義される応力拡大係数 ������� ������ が, き裂先端からの距離��の�軸上�方向
の応力���が����となる応力拡大係数������ ����� に

等しいとすると, 次の関係が得られる.

この関係から�������が得られる. ��は材料中に潜在
的に存在する欠陥のようなものと考えることができるが,

実際に観察される欠陥と関係があるわけではなく, むし

ろ修正のために導入された仮想的き裂長さととらえた方

がよい. この仮想長さはき裂長さ aが十分小さいとき

のみ意味を持ち, 応力拡大係数の値を修正するようには

たらく. 式(17)で������とおくと, 応力拡大係数��は
次のように表される.

繰返し荷重の下で弾塑性の影響を説明する修正応力拡大

係数幅�����は, 式(14)から次式のように表される.
ここで, Yは応力拡大係数の補正係数である. 式(20)

において, c を ��������を �������と等しいとして,����を平滑材の疲労限度の応力幅����とおくことで,��を解くことができる. ��の値は通常���のオーダー
である.

き裂の問題を扱うときには, 圧縮応力の下ではき裂は

閉口するので, 応力比����の場合は����は応力振
幅���に等しい.
(3) き裂閉口の発達

疲労き裂の先端は, 通常引張り荷重が負荷されてもあ

る荷重まで開口せず, また荷重が０になる前に閉口する.

この現象はき裂閉口と呼ばれる.

McEvily ら(5)はき裂の先端に新しいき裂が形成され

るに従って, き裂閉口が発達する現象を定量的に扱うた

めに次式を用いた｡

ここで, ������はき裂閉口の発達が完了した巨視的き裂
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に対するき裂開口時の応力拡大係数値であり材料定数で

ある. �はき裂進展量�の増加に対して増大するき裂閉
口の発達の速さを表しており材料定数である. また, �
はき裂長さ��の初期き裂から新しく形成されたき裂の
長さで, き裂長さ�を用いて������と表せる.
(4) き裂進展の構成式

以上の(1)～(3)の３つの修正を考慮して, 最終的に式

(11)は次のように表される.

ここで, �は次式で表される.
4.2 円孔縁き裂の進展挙動解析

無限板中の円孔縁から遠方応力に対し垂直方向に発生・

進展する平板中の円孔縁き裂の挙動について, 上記の

McEvilyモデルを用いて解析を行った. 本研究では,

平板を無限板と見なせるほど, 円孔とき裂は平板に対し

て十分小さく, 平板の厚みは十分小さいとして, ２次元

き裂での解析を行った.

式(22), (23)を用いて, 円孔縁き裂について解析する

には, 円孔縁き裂における応力拡大係数の補正係数�
とき裂先端の塑性域寸法�が必要となる. �は本解析
の手法により計算された����を用いた. 円孔縁き裂に
おける補正係数�はき裂長さと円孔半径の比によって
値が決定される. この比を����������として表せば,�と��の関係は図10のようになる(13).

次式で表されるように式(23)のMが０になれば�������が満たされる.
初期き裂長さ����から計算を開始して cを変えながら

き裂進展の限界応力����を求めれば, ����を cの関数

として得ることができる.

遠方応力に対し垂直方向に発生・進展した円孔縁き裂

の ����と cの関係の解析結果と El Haddad ら(10)の実

験結果の比較を図11に示す. 本解析に用いた材料定数を

表１に示す. 実験データは円孔縁から発生・進展したき

裂なので, 初期き裂長さは��とした. 表１の値から���
4.8��が計算される. 図中の曲線はき裂進展の限界応
力はなので, 曲線の上側の応力ではき裂は進展して, 下

側の応力ではき裂は停留することを意味する. 一定振幅

かつ進展限界応力以上の応力でき裂が進展する場合, も

し����の曲線と交差すれば, き裂は進展を停止して停
留き裂となる. したがって, 曲線の極大値(図中の点 A,

B, C)が, 破断・非破断の限界値, すなわち疲労限度で

ある. 図中には, 円孔の応力集中による影響を無視して

Fの値を計算した解析結果も点線で示す. 本解析との違

いは円孔の近傍で大きくなる. 点線の場合は, ����で
き裂進展を開始する最低応力がその後の����の極大値
よりも大きくなり, 疲労き裂の停留現象を説明できない.

これに対して, 本解析結果は円孔半径が小さい場合には

き裂進展限界の最低応力(����)が���の極大値より小さ
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表1 解析に用いた材料定数

図11 き裂長さとき裂進展限界応力の関係
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いので, いったん進展を開始したき裂が, 成長した後に

進展を停止する停留現象がうまく説明できる. �������の場合は����と cの関係は単調減少となっており,

大きい半径の円孔ではいったん発生したき裂は停留しな

いという現象も本解析によりよく説明できる. El

Haddadらは G40.11鋼の平板に円孔を導入して引張圧

縮������疲労試験を行った. 円孔は半径が��0.2,
0.48, 4.8mmの３種類について, 試験応力を考えて停

留き裂の長さを測定した. 図11の中空の記号はき裂が停

留せずに進展し続けたことを示し, 中実の記号はプロッ

ト点の位置の長さでき裂が停留したことを示している.��0.48mmの場合では, 解析結果と実験結果は良く一

致している. ��0.20mmの場合では, 解析結果が過小

評価となっている. ��4.8mmでは停留き裂が存在しな

かったが, これも本解析の結果に一致している.

5. 結 言

無限板中の円孔縁およびだ円孔縁のき裂先端の塑性域

寸法を Dugdaleモデルに基づいて計算するために, 無

限板中の円孔およびだ円孔縁き裂を半無限板の縁き裂へ

近似して, 塑性域寸法を計算する方法を提案した.

本研究で得られた円孔縁き裂の塑性域寸法を

McEvily モデルに適用して, El Haddadらの行った円

孔を有する鉄鋼板の疲労試験結果と比較した. 本解析結

果によって, 小さな円孔から発生・進展したき裂が, 疲

労限度より若干小さな応力では停留き裂になる現象をよ

く説明できた.
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